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Les theoremes ergodiques “classiques” font intervenir la moyenne 
lim,,, (l/27’) fTf(x) dx d’ une fonctionf(X) sur la droite reelle. Or 
cette moyenne n’est autre que la moyenne presque ptriodique sur R. 
11 est done nature1 de chercher une gCnCralisation du theoreme 
ergodique pour un groupe localement compact H faisant intervenir 
la moyenne presque-periodique sur 23. Or, d’aprb un rksultat clas- 
sique de von Neumann, la moyenne sur H d’une fonction presque- 
periodique est l’unique -fonction constante appartenant a l’enveloppe 
convexe fermee pour la topologie de la convergence uniforme des 
translatees de f par les elements de H. Nous allons considerer, dans 
le mCme ordre d’idees, la situation suivante: 
On se donne un espace mesure’ (X, p) teI que p(X) = 1, SW lequel op&e 
un groupe G; on suppose que les transformations dt!jinies par les t%ments 
de G sont mesurables et que la mesure p est invariante par G. Soit 
Lp(X, p)(l ,< p < co) l’espace des classes de fonctions rielles de 
puissance pi”” integrable; le groupe G se realise de facon naturelle 
comme un groupe d’automorphismes unitaires de chaque D(X, p). 
Nous nous proposons d’etablir le rbultat suivant: 
THI?OR&ME A. I1 existe une contraction U et une seule de l’espace 
de Banach L’(X, p) posskdant les propri&b suivantes: 
(i) pour tout f E Ll(X, CL), Uf appartient d l’enveloppe convexe 
fermke des translatkes de f par les ClAnents de G, 
(ii) pour tout f E Ll(X, CL) on a Jf dp = J Uf dp, 
(iii) pour tout g E G et tout f e L1(X, p) on a, sig - f est le translatt 
de f par g, 
Q-f) = UfY 
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(iv) la contraction U est un prujecteur de L’(X, p) SW le sous- 
espace des Jlkments invariants par G. 
Soit f un Clement de Lp(X, p). On notera C,(f) l’enveloppe con- 
vexe fermee (pour la topologie forte de Lp(X, ,u)) des translates de f 
par les elements de G: 
Pour que h E C,(f) il faut et il suffit que pour tout E > 0 on puke 
trouver des elements g, ,..., g, de G et des nombres reels 
C 1, c2 ,..., c, > 0 de somme Cgale a 1 (x C~ = 1) tels que 
Pour demontrer le ThCoreme A on commence par considerer le 
cas d’une fonction f EL~(X, p). Un theoreme BCmentaire de la 
theorie des espaces de Hilbert montre alors que C,(f) 3 C,(f) contient 
au moins un Clement invariant. On rtalise ensuite la decomposition 
spectrale de la mesure p pour montrer que cet Clement invariant est 
en fait unique et qu’il depend lineairement de f. Le cas oh f ELl(X, p) 
se traite ensuite en approchant f par des elements de L”(X, p). 
M. Avez a bien voulu s’interesser a ce travail. Je le remercie vive- 
ment pour les suggestions qu’il m’a faites. 
1. EXISTENCE D'UN ELEMENT INVARIANT DANS C,(f) LOR~QUE 
f E L”(-F l-4 
Soit f une fonction CL-integrable telle que llfllrn < C < co. Pour 
tout g E G on a, si g *f(x) = f (g-kc) est la translatee de f par g, 
II8 *f IL G c- c omme la limite h dans L1 d’une suite h, d’elements 
satisfaisant a 11 h, jjrn < C satisfait encore a 11 h Iloo < C, le sous- 
ensemble C,(f) de L1(X, p) est compost d’elements K satisfaisant 
encore P 11 k (Im < C; autrement dit C,(f) C L”(X, p) et en particulier 
G(f 1 CLYX, CL). 
Soit h E L2(X, CL). Comme y(X) = 1, I’inCgalitC de Schwarz montre 
we 
En particulier L2(X, p) peut se realiser comme un sous-espace vectoriel 
de Ll(X, p). 
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LEMME 1. Soit h E L2(X, p). Si on co&d&e C,(h) comme un sous- 
ensemble de L1(X, p), on a l’inclusion 
GW c Cl(h). 
Soit k E C,(h). 11 faut montrer que pour tout l > 0 on peut trouver 
g, ,-.., g, E G, ~1 ,..., c, > 0 tels que x ci = 1 et 
Comme k E C,(h) on peut trouver si ,..., sr, E G, dl ,..., dp > 0 tels 
que C di = 1 et 
On a alors 
I1 suffit done de prendre pour gi les sj et pour ci les di . Q.E.D. 
PROPOSITION 1. Soit h E L2(X, p). L’ensemble convexe ferme’ C,(h) 
de L2(X, p) contient au moins un tl&ment invariant. 
11 est immediat que C,(h) est stable sous l’action de G. Soit K 
l’unique Clement de C,(h) tel que 
cf. Bourbaki Esp. Vect. Top., Ch. V, $1, no 4, Thtoreme 1. On a 
g - k E C,(h) et II g - h II2 = II k II2 P our tout g E G. Par definition de k 
on a g - k = k et, comme g E G est un Clement quelconque, on voit 
que k est un Clement invariant par G. Q.E.D. 
COROLLAIRE. Soit f EL*(X, p). L’ ensemble convexe C,(f) de 
Ll(X, p) contient au moins un Clkment invariant. 
On a f E L2(X, l.~) et, d’aprb le lemme 1, C,(f) C C,(f). Or d’aprlts 
la proposition precedente C,(f) contient au moins un Clement 
invariant. Q.E.D. 
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2. RAPPELS SUR LFS ESPACE~ DE BANACH R&LS ORDONN~: 
LE THSORBME DE STONE ET KAKUTANI 
Pour tout ce qui concerne les espaces vectoriels ordonnes on pourra 
se reporter a Bourbaki, Integration Ch. II (2e edition). 
Soit E un espace vectoriel ordonne. On dit que E est un espace de 
Riesz si tout couple d’elements de E possede une borne superieure et 
une borne inferieure. On pose alors pour tout x E E 
1 x 1 = x+ + x- = sup(x, 0) + sup(--x, 0). 
On dit qu’un espace de Riesz est completement rkicule’ si tout sous- 
ensemble non vide major6 de E possede une borne superieure. 
Soit E un espace de Riesz. On dit qu’un Clement u > 0 de E est 
ulze unitd de E si le seul Clement etranger i ZJ (i.e., si le seul Clement 
x tel que inf(l x I, U) = 0) est 0. On definit alors une norme sur E par 
Pour que E soit complet pour cette norme il faut et il suffit que E soit 
completement reticule. 
THEO&ME 1. (Stone et Kakutani). Soit (E, u) un espace de Riesz 
unitaire qui est complet pour la norme associke h u (ou, ce qui revient au 
m&me, qui est compl2tement reticule). I1 existe un espace compact S et un 
isomorphisme isometrique q~ de l’espace de Riesx E sur l’espace de Riesz 
V(S, R) des functions rblles continues sur S, muni de l’ordre et de la 
norme usuels, l’image de u par CJI &ant la fonction co&ante sur S e’gale 
d 1. Le couple (S, q~) est d&ermine’ a un isomorphisme pres par les condi- 
tions precedentes. 
Pour la demonstration on pourra se reporter a [ 1 J, specialement I, 
no 4, ThCoreme 1; on trouvera Cgalement le plan de la demonstration 
dans Bourbaki IntCgr., Ch. II, 5 1, exert. 13. Nous rappellerons 
cependant brikement comment est obtenu l’isomorphisme v. Soit I 
I’ensemble des elements w de E tels que 0 < et < u et inf(w, u - w) = 0; 
I’ensemble I est un reseau booleien pour les operations inf et sup 
induites par les operations correspondantes de E. D’aprts un resultat 
classique de Stone I est isomorphe au reseau boo&en des ensembles a 
la fois ouverts et fermes d’un espace compact S. A v E I on fait 
correspondre la fonction caracttristique p)(w) E W(S, R) de l’ensemble 
ouvert et ferme de S associe a w par l’isomorphisme precedent. 
L’application v se prolonge en une application lintaire de l’espace F 
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des combinaisons lineaires d’C1Cments de I dans V(S, R); il reste 
alors h montrer que cette application est isomhrique, que F est 
partout dense dans E et que F(F) est partout dense dans V(S, R). 
Le detail de cette construction permet de completer le theoreme 
de Stone et Kakutani sous la forme suivante, resultat que nous 
utiliserons dans ce qui suit: 
COMPLI~MENT. Supp 0~071s que E soit muni d’une structure de 
R-algdbre telle que pour tous v et v’ appartenant au Gseau I on ait 
vv’ = inf(v, v’). L’isomorphisme r+~ de E sur V(S, R) est aussi un iso- 
morphisme d’algibres. 
Comme les elements de I constituent un systitme de ginerateurs 
de l’algebre E, il suffit de verifier que ~(vv’) = v(v) ~(0’) quels que 
soient v, v’ ~1. Or vv’ = inf(v, a’), d’oh ~(vv’) = inf(q(v), I). 
Comme v(v) et I sont des fonctions caracteristiques d’ensembles, 
on a 
inf(vW, cpW> = P)(~J) ~(4. Q.E.D. 
Remarques. (1) 11 convient de noter que, pour une famille denom- 
brable (y,,) d”1’ e ements de E, q(lim inf y,J n’est pas necessairement 
l’enveloppe inferieure usuelle de la famille de fonctions ~(y,,), mais 
seulement la regularisee semi-continue superieurement de cette 
enveloppe, cf. Bourbaki IntCgr., Ch. II (2e edition), 5 1, exert. 13(f). 
(2) Considerons le cas oh E est une algebre de Banach. L’algebre 
E’ = E OR C est une algebre complexe sur laquelle on d&nit une 
conjugaison par (X @A)* = x @ A. Si la multiplication dans E 
possede la propriM consideree dans le complement on peut montrer 
que E’ est une C*-algtbre commutative, qui est done isomorphe a 
l’algebre des fonctions complexes continues sur un espace compact 
(isomorphisme de Gelfand). En considerant les elements hermitiens 
on voit que E est isomorphe B l’algebre de Banach des fonctions reelles 
continues sur cet espace compact. On retrouve ainsi une partie du 
complement au theoreme de Stone et Kakutani, mais on n’etablit pas 
que l’isomorphisme obtenu est compatible avec les structures d’ordre. 
Or qu’il y ait un isomorphisme pour les structures d’espaces ordonnes 
jouera un role essentiel dans la suite, car on pourra identifier les 
formes lineaires positives sur E a des mesures sur l’espace compact S. 
C’est pourquoi nous ne pouvons pas nous limiter a l’isomorphisme 
de Gelfand et nous devons recourir au resultat plus fin de Stone et 
Kakutani. 
400 ARIBAUD 
3. L’EMPLOI DU THBOR~ME DE STONE ET KAKUTANI DANS LA 
DEMONSTRATION DU THI?O&ME A: LA D~~SINT~GRATION DE LA 
MESURE y 
On notera L,“(X, CL) le sous-espace de L”(X, p) compose des 
classes de fonctions qui sont des elements invariants par G. C’est un 
sous-espace de Banach de L”(X, p) et un sous-espace de Riesz 
complittement reticule, parce que ferme done complet. D’autre part 
la fonction constante &gale B 1 appartient a L,“(X, p), et il est imme- 
diat que inf(l f 1, 1) = 0 p our f EJ&~(X, II) entraine f = 0. Par suite 
le theoreme de Stone et Kakutani est applicable au couple 
(Lo”(X CL), 1). 11 existe done un espace compact S et un isomorphisme 
v de &AX 1-4 1) sur (V(S, R), 1). L’espace L”(X, p) est Cgalement 
une algebre normee pour le produit ordinaire des fonctions, et on 
verifie que LGa(X, EL) est une sous-algebre de L”(X, p). 
L’isomorphisme q~ :L,“(X, p) -+ V(S, R) est aussi un isomorphisme 
d’algibres: les elements I du reseau associe a L,“(X, p) des elements 
tels que 0 ,< v < u et inf(zr, u - V) = 0 sont les classes de fonctions 
caracteristiques d’ensembles mesurables; si v et V’ E I on a done 
w = inf(v, D’) et il suffit d’utiliser le complement du theoreme de 
Stone et Kakutani. 
On definit une forme lineaire positive sur V(S, R), c’est-&dire 
une mesure positive sur S, par 
On a done, pour tout f ELGm(X, P), 
j-,-f dp = /, df 1 dv. 
LEMME 2. Le support de v est S. 
Soit S, le support de la mesure v. Si S, # S, il existe une fonction 
positive continue h sur S telle que h # 0 et h(s) = 0 pour tout s E S, . 
On a 
0 = v(h) = j-p-‘(h) dp. 
Comme q-l(h) > 0, h etant > 0 et q~ &ant un isomorphisme d’espaces 
ordonnes, l’egalid 
s p-l(h) dp = 0 x 
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entraine v-l(h) = 0 dans L”(X, CL). Comme y est un isomorphisme, 
on doit avoir h = 0, ce qui est contradictoire. Par suite S, = S. 
Q.E.D. 
COROLLAIRE 1. Si h et k sont deux fonctions continues SW S qui sont 
&ales v-presque-partout, h = k duns %(S, R). 
C’est une consequence bien connue du fait que v est de support S. 
Q.E.D. 
PROPOSITION 2. Soit L,‘(X, t.c) le sous-espace de L1(X, p) des 
elements de L1(X, p) invariants par G. L’isomorphisme 
v : G”(X P) - @(S, R) 
se prolonge d’une fagon unique en un isomorphisme d’espace de Riesz 
norm,& 
4 : L,‘(X) p) + Ll(S) v). 
Si f > 0 est un Clement de L,l(X, p) borne supkieure de la suite croissante 
fn d’e’lements >, 0 de L,“(X) p), on a 
L’application 
16 - q--l : %(S, R) ~-5 L,=‘(X, /L) &U(S) v) 
est une isome’trie compatible avec les structures d’ordre de %(S, R) sur 
Lm(S, v); si h E V(S) R), h et $ , q+(h) ont m2me classe dans L1(S, v). 
Soit h E L,“(X) p). On a 
Par suite y est une isometric de Lom(X, CL) muni de la norme de 
L’(X) cc) sur V(S, R) muni de la norme de G(S) v). Elle se prolonge 
en une isometric 1,4 de la completion de L,“(X) cl) sur la completion 
L1(S, v) de V(S) R). Soit f EL,‘(X) CL); les elements f+ = sup(f) 0) 
et f- = sup( -f, 0) appartiennent Cgalement a Lol(X, p), et f + et f - 
peuvent s’approcher par inf(f +, n) et inf(f-, n) qui appartiennent a 
L,“(X, p). 11 en resulte que la completion de Lom(X, cl) est L,l(X, p). 
Done 9 est une isomttrie de &l(X) CL) sur L’(S) v). 
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Comme le cone des elements positifs de L,‘(X, p) (resp. de L1(S, v)) 
est la fermeture du cBne des elements positifs de LGco(X, CL) (resp. de 
5?T(S, R)), l’isometrie v, qui est un isomorphisme pour les structures 
d’ordre, se prolonge en une isometric 4 qui reste un isomorphisme 
pour les structures d’ordre. 
L’espace L”(S, V) s’identifie au sous-espace de L1(S, V) des h tels 
que ) h ( < h pour un certain nombre reel h > 0, oh 1 la 1 = h+ + h- 
est la valeur absolue de h dans L1(S, v). Si h EL~(S, u) on a 
I ~Wh)l d A d ans ,??(X, p), d’oh @r(h) EL~~(X, p). Par suite la 
restriction de # Zt L,“(X, p) est une isometric de L,“(X, cl) sur 
Lm(S, Y), et il suffit de remarquer que v est une isometric de LGm(X, p) 
sur (ip(S, R) pour en dtduire que # * y-l est une isometric de V(S, R) 
surLm(S, v). Si K EL”(S, ) v on a #-l(K) ELGCO(X, CL); mais k = v * #-l(K) 
puisque t,4 prolonge F, d’oh k = I/ - g+(k). Q.E.D. 
L’inclusion de L,‘(X, 1-1) dans Ll(X, p) definit, via l’isometrie 9, 
une isomCtrie:j de Ll(S, V) dans L’(X, cc) compatible avec les structures 
d’ordre. Par dualite on obtient une application lineaire continue 
p : L”(X, cl) -+L”(S, V) (que I’on identifie a V(S, R)). 
Pour tout h EU(S, V) et tout f ELm(X, p) on a 
LEMME 3. (1) L’application lint!aire p est positive, i.e., si f > 0 on 
a P(f) 2 0. 
(2) On a Sxfh = J-s p(f) dv- 
(3) La restriction de p d LGm(X, p) coincide avec l’isomhie 4p. 
(1) Soit h une fonction continue > 0 sur S. On a y-‘(h) > 0 
dans L”(X, p) et par suite, si f est > 0, 
I i(k)fdcl 2 0 et I kp(f) dv >, 0. x s 
Comme cette inegalite est valable quelle que soit la fonction continue 
h, on a p(f) > 0 v-preque-partout. Comme v est de support S, 
p(f) > 0 dans g(S, R). 
(2) 11 suffit de faire h = 1 dans l’egalitt 
qui d&nit p. 
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(3) Pour tout h ELGw(X, p) on a 
mais dJ!f) = v,(h) v(f), car 9 est aussi un homomorphisme d’alge- 
bres, cf. debut du paragraphe 3. 11 en resulte que, p(f) et q(f) etant 
continues et v &ant de support S, p(f)(s) = v(f)(s) pour tou;;: 
i.e., P(f) = df). . . . 
Soit f ELm(X, p). Comme p(f) est une fonction continue sur S on 
peut poser pour tout s E S 
On remarquera que A,(f) 2 0 si f >, 0 et que, p etant continue, A, est 
une forme lineaire continue sur L”(X, p). Le raisonnement de la 
Proposition 2 montre plus generalement que l’on ne modifie pas les 
espaces Lp(X, p) si l’on remplace X par le spectre de Stone- 
Kakutani T de L”(X, cl) et p par la mesure de Radon sur T definie 
par la forme lineaire positive ~1 sur C (T) = L”(X, cc). Duns tout ce 
qui suit nous supposerons done que X est le spectre de Stone-Kakutani 
de Lm(X, p). 
LEMME 4. Pour tout s E S, h, est une mesure de Radon positive 
surX,etonaA,(X)= 1. 
On sait deja que A, est une forme lineaire positive sur 
c (X) = L”(X, p). 
Pour tout h EL,“(X, p) on a 
j- h 4 = 1 v(h) dv 
X S 
= I h - 1 dp = X I s ~(h)(s) A,(l) du(s); 
l’&alid Js dA)(s)( 1 - A,( 1)) dv = 0 valable quel que soit h E&“(X, /A) 
entraine, h,(l) &ant une fonction continue de s et v kant de support S, 
que A8( 1) = 1 quel que soit s E-S. Q.E.D. 
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En utilisant les mesures A, sur l’espace X on peut definir les 
espaces LP(X, A,), 1 < p < co. 
LEMME 5. Pour tout s E S et tout g E G l’application qui a 
f E P’(X, As) associe 
x ++fk-lx) =g *fW 
dt$nit un automorphisme unitaire de L1(X, A,). 
Les classes des elements de L”(X, CL) dans Ll(X, A,) forment un 
ensemble partout dense. Comme on a un groupe G de bijections, il 
suffit de montrer que la restriction de f ‘-tg . f aux classes des elements 
de L”(X, p) est une isometric pour tout g E G; par prolongement par 
completion ces isometrics definiront des endomorphismes isometri- 
ques de L1(X, A,) et, comme ces endomorphismes forment un groupe, 
on obtient des automorphismes unitaires. 
Soit h E V(S, R). Comme j(h) E Ll(X, p) est invariant par tout 
geG, ona 
g * Wf) = AMg *f), 
d’oh 
Par suite 
j-, Mg - f) dv = 1, b(f) dv 
et 
I W&k -f) - h(f)) dv(s) = 0. s 
Comme h(s) est une fonction continue quelconque sur S et comme 
ug *f) et uf) sont continues, on a, en remarquant une fois encore 
que v est de support S, A,(g . f) = h,(f) puis 
pour toute fc L”(X, p) et tout g E G. En particulier pour toute 
f E L”(X, y) on a 
s Ig*flG = IfId&. I Q.E.D. 
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Soit u une mesure sur X invariante par G. On dira que u est fuible- 
merit ergodique (par rapport a G) si les seuls elements invariants par G 
de L1(X, cr) sont les constantes; c’est une condition plus faible que la 
condition ergodique classique: “tout sous-ensemble a-mesurable 
stable par G est soit de mesure nulle soit de mesure 1.” La question 
se pose de savoir si les mesures h, construites plus haut sont faiblement 
ergodiques; c’est ce qui peut Ctre Ctabli sous des hypotheses de 
denombrabilite convenables. Nous nous bornerons a faire la remarque 
Clementaire suivante, valable saris hypothbe supplementaire sur X 
ou sur G, qui nous suffira pour la demonstration du theoreme A: 
LEMME 6. Soit f E L,“(X, cl). Pour tout s E S la classe de f dam 
Ll(X, A,) appartient h L,“(X, A,) et est Lgale d la classe de la fonction 
constante h,(f). 
Soit f E L,“(X, p). Pour tout g E G on a 
Commest+h,(lf-g-j\) t es une fonction continue et comme v est 
de support S, on a X,(1 f - g *f I) = 0 pour tout s E S; il en resulte 
que f = g *f dans L’(X, h,) pour tout s et tout g E G. 
Soit f E LGm(X, cl); d’ aprb le Lemme 3 (3) on a P(f) = v(f) (oh 97 
est l’isometrie de Lo-(X, p) sur V(S, R)), d’oh 
Par suite 
W) = P(f)(s) = FJcf)(s)* 
&(I f - WI> = dl f - WM4 
= I v(f) - W)l (4 
= I ?J,(m - W)I 
= 0, 
autrement dit f et &(f) ont mCme classe dans Ll(X, AJ. Q.E.D. 
4. UNICITE DE LA FONCTION INVARIANTE DANS C,(f): 
CAS OU f E L”(x, CL) 
PROPOSITION 3. Soit f E L*(X, p). I1 existe au plus une fonction 
invariante dam C,(f). 
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Soit h un Clement invariant de C,(j). L’ClCment h peut Ctre approche 
par des combinaisons convexes de translates de f: 
On peut construire pour tout R une suite (cn,r , c~,~ ,..., c,,~ ,...) de 
nombres reels > 0 nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux telle que 
C-C . = 1, et une suite (~%,r , ~~,a ,..., Y~,~ ,...) d’elements de G satis- I ?t,* 
faisant a 
c,.irn,i -f < i, I/ 1 
soit 
D’apres Bourbaki Integr., Ch. IV, 5 3, no 4, Theo&me 3, on peut 
construire une suite croissante d’entiers n, ,..., nP ,..., tendant vers 
l’infini telle que la suite (dependant de p) de fonctions de s 
A, (I h - C cnp,irn,,i d *fI) 
tende vers 0 presque-partout pour la mesure v. Comme d’aprts le 
Lemme 5 on a 
&($,,i *f 1 = uf) 
pour tout nP et tout i, il vient 
Soient h et K deux elements invariants de C,(f ). D’apres le Lemme 6 
la classe de h (resp. de K) dans Ll(X, AJ est &ale it la classe de la 
fonction constante h,(h) = A,(f) (resp. h,(k) = A&f)), v-presque- 
partout. On a 
Mais d’aprb ce qui precede h et k ont v-presque-partout la mCme 
image dans L’(X, a). On a done &(I h - k I) = 0 v-presque partout, 
d’oh 
s Ih-kjdp=O. Q.E.D. x 
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D’apres la proposition 1 du paragraphe 1 et la proposition prCcC- 
dente il existe pour toutef E L”(X, p) un Clement invariant dans C,(f) 
et un seul; cet Clement sera note provisoirement f *. 
PROPOSITION 4. L’application f wf * est une contraction (et en 
particulier un endomorphisme linkaire) du sous-espace Lm(X, CL) de 
L1(X, CL). Pour tout f E L”(X, p) et tout g E G on a Jx f drJ = Jx f * dp, 
(f*)* =f*et(g*f)* =f*. 
11 est immtdiat que (Af )* = Af * pour tout X E R. Soient fi et f2 des 
elements de Lm(X, p). On a 
Nfl +fd* -fl* -fi*IIl = ~swl +fA* -fi* -f2* I>~~(s); 
mais dans L1(X, A,) on a 
(fl +fA* = Uf, +fJ = Ufl) + UfJ = fl* +fi*; 
par suite A,(I(fi + f2)* - fi* - fi* I) = 0 pour tout s E S, et l’appli- 
cation f wf * est lirkaire. 
Soit f E L”(X, p). On a 
j,f * dp = s, Uf *> d44; 
comme f * est invariante, il resulte du Lemme 6 que la classe de f * 
dans L1(X, A,) est Cgale a la classe de la fonction constante &(f *); 
d’autre part, comme on l’a vu au tours de la demonstration de la 
Proposition 3, il resulte de la definition de f * que dans Ll(X, A,) on a 
1’CgalitCf * = &i,(f); en comparant avec I’tgalid precedente on obtient 
h,(f *) = A,(f). Par suite 
L’inCgalitC Jx (f * ( dp < Jx 1 f 1 dp est une consequence immediate 
def* E G(f). 
Comme f * est invariante, on a C,(f *) = (f *), d’ou (f*)* = f *. 
Enfin, comme pour tout g E G et tout f eLm(X, cl) on a 
Cdg *f) = G(f), on a (g *f)* =f*. Q.E.D. 
On notera U la contraction du sous-espace L”(X, II) de Ll(X, p) 
definie par f ++f *. 
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5. DEMONSTRATION DU THBOR~ME A 
Dans le paragraphe precedent on a construit une contraction U 
du sous-espace L”(X, p) de L1(X, CL). Comme L”(X, II) est partout 
dense dans U(X, p) la contraction U de Lm(X, CL) se prolonge de facon 
unique en une contraction de Lr(X, p) que I’on notera encore U. 
LEMME 7. (i) Soit f E&~(X, p). On a U(f) = f. 
(ii) Pour tout f E Ll(X, p) et tout g E G on a U(g -f) = U(f ). 
(i) On a f = f + -f-, avec f + = sup(f, 0) et f- = sup(-f, 0). 
Les elements f+ et f - sont des elements invariants positifs; on est 
done ramene a demontrer (i) dans le cas ou f est positif. Posons alors 
fm = inf(f, n). La suite (fJ est une suite croissante d’elements positifs 
de L,“(X, CL) qui tend vers f. Comme U est continue, on a 
Uf = lim, Uf, = lim,n f, = f. 
(ii) On se ram&e Cgalement au cas oti f est positif, et on approche 
f par la suite f, = inf(f, n). On a g . f = lim, g . fn , d’oh 
U(g -f) = li,m U(g *fJ = li,m U(fJ = U(j) 
puisque fn ELCO(X, p). Q.E.D. 
Soit f ~Ll(x, p). On peut rep&enter f comme la limite d’une 
suitef, d’elements de Lm(X, p): pour tout E > 0 on peut trouver un 
entier N(E) > 0 tel que 11 f-f, j)r < E pour n > N(E); on a alors 
(1 U(f) - U(fn)lll < E puisque U est une contraction. Comme 
fn EL~(X, p), il existe une famille finie cn,r ,..., cnS de nombres reels 
> 0 de somme Cgale a 1 et une famille finie g,,, ,..., g,,p d’elements 
de G telles que 
I/ Uf* - T Go&i *fn II1 < E* 
Mais 
II; Gz,ign,i .f - T Gz,ign,i *fn Ill 
a GI,* 1lgn.i ‘f - g7z.i *fn II1 = Ilf -fn Ill < E. 
* 
Finalement 
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Autrement dit Uf peut Ctre approche d’aussi pres qu’on le veut par 
une combinaison convexe de translates def, i.e., U(f) E C,(f). 
Soit f * un element invariant appartenant a C,(f). Pour tout E > 0 
on peut trouver une famille finie cr ,..., cp de nombres reels > 0 telle 
que C ci = 1 et une famille g, ,..., g, d’elements de G satisfaisant a 
IIf* - xi wi .flll < 6. Par suite jl Uf * - U(xi cigi .f)lll < E. 
D’apres le Lemme 7(ii) Uf * = f * et U& cigi *f) = xi ci u(gi *f) = 
ci CiW) = U(f); P ar consequent IIf* - Ufll, < E. Comme E est 
arbitraire,f * = Uf. 
Soit f EL~(X, II). L’ClCment f est limite, pour la topologie definie 
par la norme L’, d’une suite f, d’elements de L”(X, CL). Comme U est 
continu, on a Uf = lim, Ufn ; d’autre part, d’aprb la Proposition 4, 
on a 
d’oh 
Enfin si f est un Clement invariant de L’(X, p), on a C,(f) = (f ), 
d’oti Uf = f. En particulier pour tout f ELl(X, p) on a U( Uf) = Uf, 
d’oh U2 = U, i.e., U est un projecteur. 
La demonstration du Theoreme A est ainsi achevee. 
REFERENCES 
Pour la demonstration du theoreme de Stone et Kakutani on se 
reportera a [l], oh l’on trouvera Cgalement les references des articles 
de Stone. 
La litterature concernant les divers theoremes ergodiques est 
considerable. Nous renverrons d’abord a [2] pour les Cnoncts et les 
demonstrations Clementaires des theoremes ergodiques “classiques” 
de G. Birkhoff (theoreme ergodique concernant les it&es d’une trans- 
formation pour la convergence presque-partout) et de J. von Neumann 
(theoreme ergodique concernant les it&es d’une transformation pour 
la convergence L2), cf. Cgalement dans le livre bien connu de Doob [3] 
les paragraphes 2 et 6 du Chapitre X. 
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Pour les generalisations du theoreme de von Neumann aux groupes 
abeliens d’operateurs et aux espaces Lp(l < p < co) on pourra se 
reporter g la dernilrre edition du livre bien connu de F. Riesz et 
B.sz Nagy [4], Chapitre X. 
Les generalisations du theoreme de Birkhoff aux groupes generaux 
de transformations ont fait l’objet de nombreux travaux. Les 
resultats les plus profonds dans cette direction sont ceux de 
A. A. Tempel’man [5]; on trouvera dans [5] les references aux 
articles plus anciens de Wiener, Calderon et Dunford-Schwartz. Les 
resultats de Tempel’man sont plus precis que ceux obtenus dans le 
present travail, mais ils ne sont applicables qu’a certaines classes de 
groupes ou de semi-groupes: 
Supposons que G soit un groupe (ou m&me un semi-groupe) 
mesurable muni d’une mesure invariante u, et considerons les fonc- 
tions f sur X telles que (g, x) wf (gx) soit une fonction mesurable 
sur G x X pour la mesure produit de 0 et de TV. 11 s’agit de donner 
des conditions auxquelles doit satisfaire une suite croissante A, de 
sous-ensembles u-mesurables de mesure finie > 0 de G pour que 
converge vers un Clement invariant pour la topologie de L1(X, 1~) ou 
pour la convergence presque-partout. 
Nous avons consid& dans le present travail la situation la plus 
“abstraite” possible, en ne faisant intervenir de structures topolo- 
giques ni sur X ni sur G. Lorsque X et G sont munis de structures 
topologiques ou differentiables, on obtient des resultats plus precis. 
Nous renverrons a la note de A. Avez [6] pour le cas oh X est une 
variCtC riemannienne compacte et ou G est un groupe d’isometries 
de X qui est soit un groupe de type fini soit un groupe de Lie connexe. 
Les questions envisagees dans ce travail ne sont pas sans rapport 
avec les problemes d’existence de moyennes sur un groupe. En 
particulier on peut se demander si les raisonnements de A. Weil 
(cf. [71, APP en d ice I et [8], Chapitre XII) conduisant a l’introduction 
sur un groupe mesure dont la mesure est invariante d’une structure 
topologique peuvent se rCpCter dans la situation que nous avons 
consideree; en particulier est-il possible d’associer, sous des hypotheses 
tres larges, au groupe G un groupe localement compact G et une 
moyenne u sur G? Si une telle operation Ctait possible, on pourrait 
en dtduire des informations sur la structure de l’image de G dans le 
groupe des automorphismes de (X, p). En effet la structure des groupes 
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localement compacts sur lesquels on peut dkfinir une moyenne est 
connue: il s’agit essentiellement des (C)-groupes d’Iwasawa, cf. [9], 
5 5. Pour tout ce qui concerne l’existence des moyennes sur un groupe 
localement compact on pourra se reporter B [lo], Chapitre 8, $ 5 g 7. 
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